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Über die Divisoren der ganzen Zahlen, 

Von dem c. M. Leopold Gegenbauer. 


Ich habe unlängst einigeTheoreme über diejenigen Divisoreu 
der ganzen Zahlen mitgetheilt, welche durch kein Quadrat 
(ausser 1) theilbar sind („Asymptotische Gesetze der Zahlen¬ 
theorie.“ Denkschriften der k. Akademie der Wissenschaften, 
mathematisch-naturwissenschaftliche Classe, 50. Band, I. Abthei¬ 
lung, p. 36 ff.). In den folgenden Zeilen sollen zunächst einige 
allgemeinere Sätze, welche sich auf jene Divisoren der ganzen 
Zahlen, die r te Potenzen und durch keine (<jr)te Potenz (ausser 1) 
theilbar sind,beziehen und in denen die eben erwähnten Theoreme 
als specielle Fälle enthalten sind, abgeleitet und sodann einige 
Sätze über die Anzahl jener Divisoren einer Zahl, welche nach 
einem geraden Modul vorgeschriebenen Zahlen congruent sind, 
aufgestellt werden. 

Bezeichnet man die Summe der &ten Potenzen derjenigen 
Theiler einer Zahl n, welche rte Potenzen und durch keine (a?’)te 
Potenz (ausser 1) theilbar sind, mit T />}/ . |Cr (w), so ist, da bekanntlich 
l± a (m) gleich Null ist, wenn m durch eine er te Potenz (ausser 1) 
theilbar ist, sonst aber den Werth +1 besitzt: 


i) 



d r 



n k 

4 


wo die Summation über alle Divisoren d r von n zu erstrecken 
ist, deren complementärer Divisor eine rte Potenz ist. 

Die Formel 1) zeigt, dass folgende Gleichung besteht: 


71=00 


V «•.»(«) _ £(»•«)£(«+*) 



2) 


11 — 1 
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Es ist: 




V 

x=i 


— V c (*\ 


x rk ix,(x) = s yv' k ^{x) 

»= 1 , l/=l 


X=7l 

= V, (Dl 

Z-j 

X = 1 





< 7 ,. 


r X \ X K 

^ dJtF' 


also nach 1): 

3) 




y, T ‘-,k,<>(v )— v 

*=1 X —1 




Schreibt man in der bekannten Relation: 



*=1 


K*) 


für n : 
[\/n}, 


r 


, multiplicirt mit 


so erhält man: 


y k und summirt bezüglich y von 1 
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aus welcher Formel für k — 0 die specielle von Herrn Bugajef 
und mir aufgestellte Gleichung: 


folgt. 



= n 


" : L 

von 


Schreibt man in dieser speciellen Formel für r : ar und für 

it 

— , multiplicirt sodann mit \)^{x) und summirt bezüglich x 
x 

1 Ws [\/n], so erhält man: 


■-pxl-KX] 

Z°" ” 

>/= 1 , X = 1 


I (y Q x) r 




x ~ [\/ n 1 

(*)=y 


\^[x) 


oder wegen 3): 

y ( if I) (y )=y 


welche Relation man unter Berücksichtigung der Formel: 


V 

z _, 

dn 


u<h) = 1 


in die folgende verwandeln kann: 


5) 



/ ^ 'T/*, 0, j (^) - ^ ^ Q ar 

x — 1 1 



Man hat daher das Theorem: 

Die ganzen Zahlen von 1 bis n besitzen eben so viele Divi¬ 
soren, welche rte Potenzen und durch keine (<jr)te Potenz (ausser 1) 
tkeilbar sind, als die Summe der Anzahlen derjenigen Zahlen 
beträgt, welche durch keine (ffr)te Potenz (ausser 1) tkeilbar 
und beziehungsweise nicht grösser, als 
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n n n 


sind. 


Aus der Gleichung 3) ergibt sich die Relation: 

x=n ' v = [\/ n ] A ‘ = [\/ n ] 

L T - -*• = ,l L ^FT) - L 


j #'■(£+ J ) 
x~ l .C=J 


welche wegen der bekannten Formel: 

jo 

CM 


Vk) _ m 

i ,r' 

1 


in die folgende übergeht: 

6) =« t+1 »- 


£(«>•(*+1)) 


(0^ £ x < 1), 


»—A, (r(i+l)>l) 


wo: 


x=00 X ~ [\/tt] 

A _ „ V ‘ Uj ^ _L_ V 

1 / —1 

ist. 

Aus der letzten Gleichung leitet man leicht folgende Rela¬ 
tionen ab: 

C(K*+1)) , C(ri) 






t(ork) 


(rk > 1) 


oder einfacher, wenn auch weniger genau: 

|A ‘ 1 < J f 1 + TIl) 

V « 117 

!A, | < ^ + log n + C 4- — 

1 11 C(ff(r+1)) n 


0 rk > 1) 
(rk = 1) 


Sitzb. d. mathem.-naturw. CI. XCI. Bd. II. Abth. 


39 
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Ai 


< 


( M 

V? («’) 



i 

n ' 


\k = 0, r > 1) 


Die eben abgeleiteten Relationen liefern sofort die Glei¬ 
chungen : 


V 


7) lim n==00 


/ , ‘X— 

^_ $(*{*+1) 

n “ £(<«’(£+1)) 


8) lim„—oo 


x—n 

vn 

2_, 

x=i 

n 


_ 2r(2or(ifc+l) + l){(r(*+l)) 


(2ir) te «*+«A r(fr 


(*+D 


y r,. i _2i +1 ,,(a?) 


9) lim n=o0 • 


Y(2<srk+l)B,. k 


(2^) 2, ' /, '(’ _1 )r (2rk +1) Bjrt 


(«) 


10) lim n=00 - 


r(2g><ft+i)+i)fl, (fc 


OH-l) 


(2«r)^*+i)(^i)r(2r(*+1) + 1)Ä„ (4 . 


(X-+1 ) 


Bezeichnet man mit rdie Summe der A-ten Potenzen 
derjenigen Divisoren einer ganzen Zahl n, welche rte Potenzen 
und mindestens durch eine (<w)te Potenz (ausser 1) theilbar sind, 
so ergeben sich aus den letzten Gleichungen die folgenden Rela¬ 
tionen : 


y » 0*0 


11) lim M=0 


= c(K*+i)) i- 


c («<*+!)) 


J 


12) lim n=0O —- 


««*+!)) 


) 2r(2ur(i+l)+l)l 

I (2ir) 3 «K*+ I )B. r(tf i ) l 



©Akademie d. Wissenschaften Wien; download unter www.biologiezentrum.at 

Über die Divisoren der ganzen Zahlen. 605 


^ f »',-2H-l,cr(aO 


13) lim n=00 ■ 


14) lim n=00 - 


n 

x=n 

X’ = l 


(2 n)^B kl . 

2r(2Är+i) 


2r(2akr+l) 

(2nf 1/cr B. 


v/cr 


11 




(/.•-fl) 


2r(2r(Ä + l) + l) ( (2 


1 — 


2r(2q?-(fc+l) + 


l) + l)j 


Man kann die aufgestellten Formeln auch auf dem folgenden 
Wege ableiten. 

Schreibt man in der Gleichung: 


x= [\’/d 


Z n 

7c<? 


x rk — P Atr {n) 


für n : 


, multiplicirt sodann mit y akr y.(y) und summirt bezüg¬ 


lich y von 1 bis [\y n ]j so erhält man: 


*”Wn] 

y h. 


k Kv) = y 


x’=l, y—1 

x = [\/n 

- V 

“Zj 

.T=l 


(xy*) r J 


(xy*) rk [j.(y) 


X 1 


X 




oder wegen der Gleichung: 

Z (\/x) = ^ 


-[7r] 

Z p ‘- 

;/=l 


ljtj 


*=[(/n ] 

- V 


y ,rk Ky) = 

x=l 


X rk \i. z {oC) 

89* 
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welche Gleichung sich nach Formel 3) in die folgende ver¬ 
wandelt: 


15) 


x=n y — [\/m ] 

A, F i>r 

;c= 1 y=l 



y°' k Ky)- 


Den speciellen Fall g = 2, r = 1 dieser Formel habe ich 
schon früher a. a. 0. mitgetheilt. 

Verbindet man die Relation 15) mit den von mir mitgetheil- 
ten Gleichungen: 

- («) = ■»«(**+1)) + + «'<(»*) 

(»•& > 1; 0^ |s|, |s'| < 1) 

— wC( ,, +1) + j£(»'+1) + s 7 (log m + C+ 

(rk ~ 1; 0^ |*|, | £ '| <1) 

1 

P_/ 5 (m) = *w£(r) H- s(£(V) + l)w 

(i = 0, r > 1; 0 ^ | e \, | £ ; | < 1) 

so erhält man ebenfalls die oben aufgestellten Formeln. 

Die Relation 15) gestattet aber auch den bisher noch nicht 
behandelten Fall r = 1, k — 0 zu erledigen. Setzt man in der : 
selben nämlich r m 1, k = 0, so verwandelt sie sich in: 

x=n y ~ [ \/ n ] 

16 ) ^ r Jt0 ,^)= 

x=l //==! 

Nun ist bekanntlich: 

W(m) =: m(logm+2 C —1) 4- £ \/m 

wo: 

M< 4 

ist. 

Die Gleichung 16) verwandelt sich daher in: 
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oder: 

17) 2 t, -°' b (*) = \\ogn+2C —l + -g^[+A, 

X=1 

wo: 

X=QO 

log* X 


«(0 


x=l 

;,=oo !' = [\/n] p(y)log(l — 

A = -„W-1)V^V ” 




• V = [V'«"] + 1 " =1 

?/ = |*^—j 


l = [\/n ] + ' 


?/—l 


+ y '-Ay ) J j, 

v= 1 


(0^ if v |, 4 , 4 ! < i) 

ist. Aus der letzten Gleichung ergibt sich für o > 2 die Beziehung: 


| A Ä | <rc a {log^+2 C-\-£(a)(2C- — \ 2 j + ^ ^ 

während für a 2 ; wie schon Herr Mertens gefunden hat: 

| 1 c - log,. + 5 + 3 C+2 log2^v/w + 2 


ist. 


Aus der Gleichung 17) ergeben sich daher die Relationen: 


v~i 

/ | ^ 1 , 0 , cx(#) 

18) lim,j =00 —— -| log n + 2 C— 1 + 


C(0) <00 


2 _, fi -». » 0*0 


19) lim, i=0O — —- = jl-^yj{log«+2C-l}- 


«S» 

<(*) 2 
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Y r i, o, 2o(a-') 

20) lim^oo —- 


_ 2T(2<7_+1) j 0 4ar(2,+l) S25 

- (2 x)*B' r 8 + 1 + (2 ~ 

x=n 

Y ? i, o,2* o*o 


21) lim K=c 


22) = jlog„ + 2C+ |i| ^ 

limi] t n=oo—* 0, lim^^-oo — —0 


aS=M+T] 

Yj fl '°- «(®) 

23) lim,, K=0O ^^- 


{Iog» + 2C) 


?W 2 


*=»+>1 

Tj, o, 2 a(#) 

24) li m , iM=00 =^--: 


2 r( 2 ff + i) 

(2«) S «Ä. 


log re+2 C + 


4or(2o+l)g 2j/ 
(2 nf'B, [ 




Y fl .0,2a(^) 


25) lim„ n=0O =±l 


2v 


_ l 21 X 20 + 1 )) 8o[r(2o+l)]»& 

“ I (2»r)*tf. ) 5 g n+AL ^ (2n) ia Bl 


(2n)**Bi 
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y t i, o, *o) 


x — [ne] 

^ *" 1, 0, cr(V) 


28) lim s=c 


x=n — 7)+l 

— lim 1=1 

2>j 

- llLU n = 00 

M 

*=w4-t) 

* = [??e] 


y fl,0,a(a?) 

X=7l —7)4-1 

— lim t—1 

2 n 

- OO r -1 

M 

=10* a= 

=io*— 1 

^ ^ ^1, 0, a(p?) 

C=1 

y T U0,e{x) 

V=1 

10»—10 

s — 1 “ 

= ^)l 

s loglO+ l0g 9 10 + 2C 


«g. 

<00 


*=10* 


a?=lO s ~ 1 


*1, o, ,(*) — ^ fi, 0, .(*) 

29) lim s=00 -^- * =1 


= 1 


10 5 —10 s_1 
1 


<00 


s log 10+ ^2 +2C—1 


«ga 


<oo* 


*= 10 * 


x=l0 3 ^ 


^3, 0, 2a(d?) ^l, 0, 2a(^) 

30) lim a=00 ^ 


10*—10*- 1 


_ 2r(2g+l) | loglO 4gr(2ff + l)g ä 

ZO~\2aV )SlOglO+ +2C 1+ /O.V'I B 


(2;r) 2 ’ß» | 


9 

*= 10 s_1 


(2 «Y'Ba 


? 1 . 0 , 2.00 — ^ ?1,0, 2e(x) 


31) lim s=c 


10*—IO*- 1 


-jl _ 2r ( 2g+l) j j loglO j BaW+m» 

r (2 »)»«ä s i r 1 glü+ 9 2t i (2 ky°bi 


(2kY°BI 


Von den in den abgeleiteten Formeln enthaltenen arithmeti¬ 
schen Theoremen mögen die folgenden erwähnt werden: 
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Die Summe der reciproken &ten Potenzen derjenigen Divi¬ 
soren einer ganzen Zahl, welche rte Potenzen und durch keine 
(<jr)te Potenz (ausser 1) theilbar sind, beträgt im Mittel: 

C(r(* + 1)) 

$(«{*+1))' 

Die Summe der reciproken Äten Potenzen derjenigen Divi¬ 
soren einer ganzen Zahl, welche rte Potenzen und durch keine 
(2ffr)te Potenz (ausser 1) theilbar sind, beträgt im Mittel: 

2r(2<ir(*+l) + l){(r(i + l)) 

(27r) 2 -^+^)^,. ( , +J) 

Die Summe der reciproken (2k —l)ten Potenzen derjenigeu 
Divisoren einer ganzen Zahl, welche rte Potenzen und durch 
keine (<rr)te Potenz (ausser 1) theilbar sind, beträgt im Mittel: 

l\2ark+l)B, k 

^Ky ,,k ^~ l W(2rk-^l)By rk 

Die Summe der reciproken yfcten Potenzen derjenigen Divi¬ 
soren einer ganzen Zahl, welche (2r)*e Potenzen und durch keine 
(2<rr)te Potenz (ausser 1) theilbar sind, beträgt im Mittel: 


F(2(jr(i + 1) + 1)Ä,. (<+1 ^ 
(2ff)MH-i)(-Dr(2r(i +1) +1)^,(, +1} ' 


Die Summe der reciproken £ten Potenzen dexjenigen Divi¬ 
soren einer ganzen Zahl, welche rte Potenzen und mindestens 
durch eine (ar)te Potenz (ausser 1) theilbar sind, beträgt im Mittel: 


Die Summe der reciproken &ten Potenzen derjenigen Divi¬ 
soren einer ganzen Zahl, welche rte Potenzen und mindestens 
durch eine (2<rr)te Potenz (ausser 1) theilbar sind, beträgt im 
Mittel: 


cw*+i» 


2r(2<rr(*+l) + l){ 
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Die Summe der reciproken (2 k —l)ten Potenzen derjenigen 
Divisoren einer ganzen Zahl, welche rte Potenzen und mindestens 
durch eine (<?r)te Potenz (ausser 1) theilbar sind, beträgt im 
Mittel: 

(2 x) 2 ’*B r , j 2r(2<xri+l)/ 

2f(2ri+l) T (2n) 2 ^B 9rJt i’ 

Die Summe der reciproken /cten Potenzen derjenigen Divi¬ 
soren einer ganzen Zahl, welche (2r)te Potenzen und mindestens 
durch eine (2<jr)te Potenz (ausser 1) theilbar sind, beträgt im 
Mittel: 

(2 tt) 2 ^+i) 2? k , +1) j 2r(2or(4+1)+1) \ 

2r(2r(A +1) +1) ( (2^*^!)^*+!)) * 

Die Anzahl derjenigen Divisoren einer ganzen Zahl, welche 
rte Potenzen und durch keine (sr)te Potenz (ausser 1) theilbar 
sind, beträgt für r> 1 im Mittel: 

m 

il(ory 

Die Anzahl derjenigen Divisoren einer ganzen Zahl, welche 
rte Potenzen und durch keine (2<jr)te Potenz (ausser 1) theilbar 
sind, beträgt für r> 1 im Mittel: 

2r(2or+l)C(r) 

(2n)^B 9r * 

Die Anzahl derjenigen Divisoren einer ganzen Zahl, welche 
(2r)te Potenzen und durch keine (2ar)te Potenz (ausser 1) theilbar 
sind, beträgt im Mittel: 


2r(2ar+l)^, 

(2ar) 3 ^-Dr(2r+l)Ä ff ; 

Die Anzahl derjenigen Divisoren einer ganzen Zahl, welche 
rte Potenzen und mindestens durch eine (ar)te Potenz (ausser 1) 
theilbar sind, beträgt für r> 1 im Mittel: 
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Die Anzahl derjenigen Divisoren einer ganzen.Zahl, welche 
rte Potenzen und mindestens durch eine (2<xr)te Potenz (ausser 1) 
theilbar sind, beträgt für r> 1 im Mittel: 


c(0 


2r(2«-+i)( 

( 2 )’ 


Die Anzahl deijenigen Divisoren einer ganzen Zahl, welche 
(2r)te Potenzen und mindestens durch eine (2<jr)te Potenz (ausser 1) 
theilbar sind, beträgt im Mittel; 


(2 n)*'B r L 2r(2ar-hl) \ 
2r(2r+l) r (2r 


Jede ganze Zahl hat im Mittel 


quadratische Divisoren, 


welche durch keine vierte Potenz (ausser 1) theilbar sind. 

315 

Jede ganze Zahl hat im Mittel ^ 4 - quadratische Divisoren, 

welche durch keine sechste Potenz (ausser 1) theilbar sind. 

1505 

Jede ganze Zahl hat im Mittel —g— quadratische Divisoren, 

welche durch keine achte Potenz (ausser 1) theilbar sind. 

Jede ganze Zahl hat im Mittel quadratische Divisoren, 

welche durch keine zehnte Potenz (ausser 1) theilbar sind. 

105 

Jede ganze Zahl hat im Mittel —biquadratische Divisoren, 

welche durch keine achte Potenz (ausser 1) theilbar sind. 

14189175 

Jede ganze Zahl hat im Mittel 8 - biquadratische 

10 o u 7Z 

Divisoren, welche durch keine zwölfte Potenz (ausser 1) theil¬ 
bar sind. 


lini/j, n — oo ' 


lim^, H = oo ■ 
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so besitzt jede ganze Zahl in dem Intervalle n — r, +1. 
Mittel: 


i log n+2 C+ yjhr 

' <0) 


1 

too 


. n-\-ri im 


Divisoren, welche durch keine ate Potenz (ausser 1) theilbar sind, 
und: 



$oo* 


Divisoren, welche mindestens einen Primfactor in der aten oder 
einer höheren Potenz enthalten. 

Ist: 


lim,,, 



= 0 


so besitzt jede ganze Zahl in dem Intervalle n — r, + 1... n + r, im 
Mittel ebenso viele Divisoren, welche durch keine (mindestens 
eine) ate Potenz theilbar sind, als jede ganze Zahl in dem Inter¬ 
valle 1... \ne\ 

Ist: 

lim,, „ = oo —-— = 0 
' n 


Um,,, 



= 0 


so besitzt jede ganze Zahl in dem Intervalle n — n+1. 
Mittel: 


2r(2ff+l) 

(2 nf’B, 


log n+2C+ 


4<7F(2o -+- \ 

( 2 nf^B a / 


. n+rj im 


Divisoren, welche durch keine (2<j)te Potenz (ausser 1) theilbar 
sind, und: 



2 r( 2 a+i) 

(2nf a B a 


(logrc+2D) 


8a&,{r(2a+l)P 

(2 ny°m 


Divisoren, welche mindestens einen Primfactor in der (2<r)ten oder 
einer höheren Potenz enthalten. 
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Jede $-zitterige Zahl hat im Mittel: 


ntrum.at 


1 / , 1A log 10 OA 1 <jg, 
s log 10 h-^-I-2C—1 + ° 


£0) 


S (<0 


Divisoren, welche durch keine J te Potenz (ausser l) theilbar sind, 
und: 

IV, log 10 „„ „\ 0 %, 


C(») 


s log 10 + 


-+-2C —1 


^) 2 


Divisoren, welche mindestens einen Primfactor in der <rten oder 
einer höheren Potenz enthalten. 

Jede s-zifferige Zahl hat im Mittel: 

—(- 2 ’- ö fslog 10+ Ö+2C-I+ ^ 2 « +1 )8- 


(2a:) 2 ’5, 


9 


(2ff) s «2f s 


Divisoren, welche durch keine (2<j)te Potenz (ausser 1) theilbar 
sind, und: 




8<jg 2ff {r(2ff+i)}* 


Divisoren, welche mindestens einen Primfactor in der (2<r)ten oder 
einer höheren Potenz enthalten. 

Man hat ferner: 


y (—i) 




:c= 1 


wo: 

ist, wenn: 
ist. 


x=[\/ 71 ] ! 

^=y(-o w 


X 


.e=l 


«= W n ] ,, 

+- V R r 




X 


— [v/«] Ä >-(lV M ]) 


R,.(z) = « 
z = dz « (mod. 2 r) 
Ans dieser Gleichung folgt: 


x—n 

1 

x=l 


(- 1 ) 


yji 


X 


*=IV«] \-^± 

=» 2 ^ 


ri 


A, 
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*= W n J rx—l-i x = [\/n] 


x=l X=l 

(0^£,< 1) 


Nun ist aber: 


„ nN 1. .. . 2 V (2X—1)« 

32) —logfl +#'") h -> cotang -^—— J — 

' m x mL-i 2m 


( 21 — 1 > 


2 3 


x- 

•ctang — 

- cos--- 

m 

TC 

_ i__ 

(2X—l)ir | 

sin 

(2X—1> 

m 

+ 2 

m | 

_L_ J. 

X “ 1 

x m + 1 

x m + - 

x ,n + 3 


m 

m4-1 

m+2 

m + 3 

x 2,n 

_ _j_ 

oc l,n + J 

i 

x lm + 2 

x 2l)l + 3 

i 

2m 


2m+1 

2m+2 

2m 4-3 




x im 

sp3tu -j- 1 




| 

3m 

3m 4-1 


und daher hat man auch: 

x=n rrc—1 t 




J n _ 


x _ 




K' 2 + 

i r 

Tr y 
r 2 Zj 

X=l 


_(2X—1> 

S 2r 


|A 4 |<(2r+l)\/»i 


Es ist daher: 
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;; 3) lim, i=00 



log 2 


J 2 ( ,,_2X+1 ) cotan = (2A 2r ] -- 


Den speciellen Fall r r= 6 dieser Formel habe ich schon 
früher a. a. 0. mitgetheilt. 

[—1 

Da (—1) L r J den Werth +1 hat, wenn x einer der Zahlen 
1, 2, 3,4, ., r nach dem Modul 2 r congruent ist, und in allen 

anderen Fällen gleich —1 ist, so ist der Zähler des auf der linken 
Seite der letzten Gleichung stehenden Bruches die Differenz aus 
der Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen Zahlen von 1 bis n } 
welche eine der Formen 2r/x+l, 2r/x+2, ., 2r/j.-hr besitzen, 

und der Anzahl der übrigen Divisoren. 

Man hat daher die Theoreme: 

Die Anzahl derjenigen Divisoren einer ganzen Zahl, welche 
nach dem Modul 2 r einer der Zahlen 1, 2, 3, ..., r congruent 
sind, übertrifft die Anzahl der übrigen Theiler im Mittel um: 
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Divisoren, welche nach dem Modul 2r einer der Zahlen 1, 2, 3, 
..., r congrnent sind, und: 


>•=[7] 


y (log n + 2C— ^ (r—21+1) cotang 


X=l 


Divisoren, welche eine der Formen 2(xr, 2/xr+r+l, 2f/r-hr+2, 
., 2[av+2v —1 besitzen. 

Jede s-zifferige Zahl hat im Mittel: 

1 ( i m i lo £ 10 log2 

y(s log 10 + 2(7—1 h- + r - h 

>•+] 


JT V / o- -f \ . (2 a—1)7T 

( r—2/ + 1 ) cotallg ~ 2r 


Divisoren, welche nach dem Modul 2 r einer der Zahlen 1, 2, 3, 
..r congruent sind, und: 


y(s log 10+2 C —1 + 


loglO 

9 


log 2 


X \ ^ 

j) (r—2 A + l) cotang 


(2X—l)r\ 
2r / 


Divisoren, welche eine der Formen 2/j.r, 2/jir+r+l, 2/j.r+r+2, 
., 2,ur+2r—1 besitzen. 

Es ist ferner: 



x= 1 
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Ge gen bau er. 


wo: 


ist. 


\/ 8 n -\-1 + 1 


Berücksichtigt man die Formel 32), so kann man diese 
Gleichung sofort in folgender Weise schreiben: 




. r£— ln 


L-i 

:c= 1 


2x —1 

wo, wie man leicht findet: 


\—r 

7 m 'sn (2X— 1)tc 

= 47 Z COtang 4 , + As 


X=l 


^ (2r+l)(2»+l)+4 f 3(2,-+1) 


\/8h+1—3 


ist. 


Es ist also: 


«[-?] 

34) lim, !=00 ——- 


2x —1 


n vn (2X—1) 

=4FA 00t “ g ^r- 

X=i 


Den speciellen Fall r — 3 dieser Formel habe ich schon 
früher a. a. 0. mitgetheilt, 

f—1 

Da (— 1) L 7 ' J den Werth +1 hat, wenn 2x —1 eine der 
Formen 4rjm+l, 4r/j.+3, 4r/j.+5, . ., 4rju.+2r—1 besitzt, in 

allen anderen Fällen aber gleich —1 ist, so ist der Zähler des 
auf der linken Seite der letzten Gleichung befindlichen Bruches 
die Differenz aus der Anzahl derjenigen Divisoren aller ganzen 
Zahlen von 1 bis n , welche eine der Formen 4rjm + l, 4rju.+3, 
4 ?ta+ 5, ., 4r/jL + 2r—1 besitzen, und der Anzahl der übrigen 

ungeraden Divisoren. 

Man hat daher die arithmetischen Theoreme; 

Die Anzahl derjenigen Divisoren einer Zahl, welche eine der 
Formen 4rjm + l, 4rju + 3, 4r/jt.+5, 4r/x+2r—1 besitzen, 



Über die Divisoren der ganzen Zahlen. 619 

iibertrifft die Anzahl der übrigen ungeraden Divisoren im Mittel 
um: 


l=r 

JL V 

4 r 


/ cotang 

X=1 


(2A—l)?r 
4r 


Die Anzahl derjenigen Divisoren einer Zahl, welche eine 
der Formen 4r t u+2, 4rjU+4, 4/^+6, ., 4r/x+2r besitzen, 

iibertrifft die Anzahl der übrigen geraden Divisoren im Mittel um: 


1=7' 


log 2 i\ + (2A—1 )tt 

4^2, (r - 2X+;1 ) cotap g 4r • 


Ist: 


Hm.« 


t), n ~ oo 


= 0 


\Zn n 

lim Y), n = oo—— — o 
V? 


so hat jede Zahl in dem Intervalle n —v? + l. im Mittel: 




~ ^log n+2C+ log 2 + V cotang 

X=l 


Divisoren, welche nach dem Modul 4r einer der Zahlen 1, 3, 5 7 
., 2r —1 congruent sind, und: 

T ( lo S 2C+ log 2- £- 2 cotang 

X=l 

Divisoren, welche eine der Formen 4r ( u+2r+l, 4r/m. + 2r + 6, 
.. ., 4rju.+4r— 1 besitzen. 

Jede s-zifferige Zahl hat im Mittel: 

log 10+2(7— 1+ log 2+ —^ ^ cotang 

X=1 

Divisoren, welche nach dem Modul 4r einer der Zahlen 1, ß, 5, 
., 2 r —1 congruent sind, und: 

Sltzb. d. matnem.-naturw. C], XCl. Bd. II. Abth. 
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Gegenbauer. 

i- (s log 10+2(7-1 + log 2+ - £ £ cotang 

X=l 7 

Divisoren, welche eine der Formen 4rju-h2r+l, 4r/jL+2r + 3, 
. . ., 4r/x+4r—1 besitzen. 

Ist: 

lim -q, n= oo — 0 

n 

lim Y1 ,„= 0O -^^ =0 
■n 

so hat jede ganze Zahl in dem Intervalle n —vj + l. . .w+r? im 
Mittel: 

-^-^log m+2(7+ — log 2 + 

+ ^rl (r-2X+l) cotang -^=^) 

X=1 

Divisoren, welche nach dem Modul 4 r einer der Zahlen 2, 4, 6, 
..., 2r congruent sind, während die Anzahl der übrigen geraden 
Divisoren: 

^log n+2C— log 2 — — 

- 2 (»' 2X+1) cotang 

X=i 

beträgt. 

Jede s-zifferige Zahl hat im Mittel: 

\(s log 10+2(7-1- log 2+ + ^ + 

+ -pr Z ( r_2x+ b cotau S (2X ~. 1)?r -) 

l-l 



Über die Divisoren der ganzen Zahlen. 621 

Divisoren, welche nach dem Modul 4 r einer der Zahlen 2, 4, 6, 

..2 r congruent sind, während die Anzahl der übrigen geraden 
Divisoren: 

-1 (s log 10+2C—1— log 2+ l0 ^ 1Q — — 

( , ’~ 2X+ !) cotan S (2 ^. 1)n ) 

X=1 } 

beträgt. 


40 * 



